Mathefritz: Lineare Gleichungssysteme — Lernskript

Lineare
Gleichungssysteme

Sm‘ift
Beispiele
Musteraufgaben

6x*33=:2‘7

\ T3y = 8x
4

/i

7 O

© Copyright Mathefritz Verlag - www.mathefritz.de - www.mathestunde.com - Nur zum privaten Gebrauch!

Seite 1



Mathefritz: Lineare Gleichungssysteme — Lernskript

Impressum

Mathefritz Verlag
Jorg Christmann
Pfaffenkopfstr. 21E
66125 Saarbrucken

verlag@mathefritz.de
www.mathefritz.de
www.mathestunde.com

Autoren
Dr. Jirgen A. Schmidt
Jorg Christmann

Nutzungsbedingungen

Der Inhalt dieses Skripts wurde sorgfaltig bearbeitet und Gberpruft. Der Mathefritz
Verlag Jorg Christmann Ubernimmt jedoch keine Gewahr fur die Fehlerfreiheit und
Vollstandigkeit der bereitgestellten Informationen.

Haftungsanspruche gegen den Mathefritz Verlag Jorg Christmann, die sich auf
Schaden beziehen, welche durch die Nutzung der dargebotenen Informationen oder
durch fehlerhafte oder unvollstandige Informationen verursacht wurden, sind
grundsatzlich ausgeschlossen, sofern seitens Mathefritz kein nachweislich
vorsatzliches oder grob fahrlassiges Verschulden vorliegt und keine Anspruche aus
Verletzung des Lebens, des Korpers oder der Gesundheit betroffen sind.

Das Skript darf ausschliel3lich zu privaten Zwecken genutzt werden. Eine Nutzung in
Weiterbildungseinrichtungen oder zur Nachhilfe ist untersagt.

Es gibt die Moglichkeit einer Firmen- oder Schullizenz!

Eine Weiterverbreitung und oder Veroffentlichung in elektronischen oder Print-
Medien ist strengstens untersagt und ein Zuwiderhandeln wird juristisch verfolgt.

© Copyright Mathefritz Verlag - www.mathefritz.de - www.mathestunde.com - Nur zum privaten Gebrauch!
Seite 2



Mathefritz: Lineare Gleichungssysteme — Lernskript

Inhalt

1 LiNeare GleICHUNGEN. ...ttt s s s bbb 4
00 N 0§ U] (< PP 4
1.2 BeiSPIElatufZabe L.. et iees et ss et sss s ss s s b s bbb 4
1.3 BeiSPIElAUfZADE 2.ttt ss et ses s b bbb 5

2 GleiChUNGEN LOSEIN c.ceueereeceeeeceeeret et st es e s 6
2.1 BISPICIE ettt et a s R R AR SRR AR e 6
2.2 BeiSPIClaULZADE. oottt R R ER R e 7

3 Lineare Gleichungen mit 2 Variablen ... 8
3.1 EINSHEZSAULZADE ..ottt sesse bbb s b s Ra s s 8
3.2 BeiSPIClAULZADE oottt R bR R e 9

4 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Variablen: zeichnerische Losung.......cccooeneenennn. 10
4.1 EINSHEZSAULZADE ..ottt ettt sb e ss s s b bbb a b 10
4.2 BeiSPIelaufZaben ... ettt s s bR 11

5 Rechnerische Losung: Gleichsetzungsverfahren........n. 12
5.1  EINSHEZSAULZADE c..ceeeeieeseeees ettt ettt b s s st st 12
5.2 BeiSPIelaufZaben .ttt ettt R bbbt 13

6 Rechnerische Losung: Einsetzungsverfahren ... nceneenecseeseeseeseesesssessesseens 14
6.1  EINSHEZSAULZADE c..ceeeeieeeeet ettt ettt e bbb s bbbt 14
6.2 BeiSPIelaUfZab e .ttt ettt st 15

7 Rechnerische Losung: Additionsverfahren ... 15
7.1 EINSHEZSAULZADE ..ottt ettt s bbbt 15
7.2 BeiSPIelaufZaben .ttt bbbt 17
7.3 Komplexe Beispielaufgabe mit LOSUNE ......ooeienmeenreenneinneeneeeseessesssessssssesssesssessessssssssssssesssssssessns 18

8 Lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen ... 19
8.1  EINSHEZSAULZADE ..ottt ettt st bt s s b bbb 19
8.2 BeiSPIClaUZADE ... ettt bR 21

9 Lineare Gleichungssysteme — Aufgaben ... 22
9.1 Zu1und 2 Lineare GleiChUNZEN LOSEMN......erieeneeeeeeetseeeseeeseesseessessse st ssssssssssesssssssesasesaes 22
9.2 Zu 3 Lineare Gleichungen mit 2 Variablen....... e seesssssssssssssssesssesssssssesssesaes 22
9.3 Zu 4 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Variablen: zeichnerische LOSUNG .....c.ccoveurienienreenne 22
9.4 Zu5, 6 und 7 RechneriSChe LOSUNZEN .....oierienmeenneeneeeneesseessssssesssssse s sssssssssssssssssasssssssssssessnes 22
9.5 Zu 8 Gleichungssysteme mit 3 Variablen ... ssessssssesssssssesssesssssssesses 24

10 Losungen - Aufgaben Lineare GleichungsSysteme.......ssesssssssssssenns 25

© Copyright Mathefritz Verlag - www.mathefritz.de - www.mathestunde.com - Nur zum privaten Gebrauch!

Seite 3



Mathefritz: Lineare Gleichungssysteme — Lernskript

1 Lineare Gleichungen

1.1 Einstieg

Ein Wiirfel hat 12 gleichlange Kanten und 6 gleichgrofie
Quadrate. Bezeichnet man eine Kantenldnge mit a, dann
ist die Gesamtlange L der Kanten L = 12 a und die
Gesamtoberflache O des Wiirfels O = 6 aZ2.

Das Volumen V des Wiirfels ist V = a3.

Beispiel: fiir a = 3 cm ergibt sich L = 36 cm, O = 45 cm?

und V = 27 cm3.

Die Rechenausdriicke 12 a, 6 a? und a3 sind Beispiele fiir Terme. Terme enthalten neben
Zahlen Variablen (man nennt diese auch ,Unbekannte“), die durch Zahlen ersetzt
werden konnen, um den Wert des Terms zu berechnen. Kennt man diesen Wert, so

erhdlt man eine Gleichung, z.B. 12 a = 36, mit der sich a bestimmen lasst.

Eine Gleichung besteht aus 2 Termen, die durch ein Gleichheitszeichen verbunden
(gleichgesetzt) sind.
Beispiele: 3x=5;2a+3b=12;5y=10x,y=3x+2,a3=8

1.2 Beispielaufgabe 1

Nils macht in 50 min seine Hausaufgaben fiir Deutsch und Mathe, fiir Mathe braucht er
15 min. Wie lange braucht er fiir Deutsch?

Losung: Wir setzten x fiir die gesuchte Deutsch-Zeit. Zusammen mit Mathe ergibt dies
die 50 min. Also ist x + 15 =50 und damit x = 35.

Antwort: Deutsch macht er in 35 min.

Eine Gleichung der Form ax + b = 0 mit a, b, x € R heifdt
Lineare Gleichung mit einer Variablen (Unbekannten).

Beispiel von Nils: x - 35 =0, dabeiista =1 und b =-35.
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1.3 Beispielaufgabe 2

Amelie hat 3 € fiir die Mittagspause. Sie mochte ein Kdsesandwich und Salat essen. Das
Brotchen kostet 30 Cent, 100 g Edamerkase 1,20 € und 100 g Salat 1,60 €. Wie viel
Gramm Kase erhalt sie jeweils auf das Brotchen, wenn sie unterschiedlich viel Salat

nimmt?

Losung:

Wir setzen x flir den Preis des Kdses und y fiir den Preis des Salats in Cent. Dann istx +y
+ 30 = 300. Wenn sie 150 g Salat nimmt, dann kostet das 240 Cent, und fiir Kase sind
noch 300-240-30 = 30 Cent librig. Sie erhalt dafiir 30/120 = 25 g Kase. Bei 75 g Salat fiir
120 Cent erhielte sie fiir 150 Cent Kdse, das waren 125 g! Das ist viel zu viel fiir 1

Brotchen!

Eine Gleichung der Form ax + by + c= 0 mita, b, ¢, x,y € R heifdt
Lineare Gleichung mit zwei Variablen (Unbekannten).

Beispiel von Amelie: x +y-270=0mita=1,b=1und c =-270.
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2 Gleichungen l6sen

Um Gleichungen zu 16sen ist es oft notig, sie zuerst zu vereinfachen. Erst werden
- gleiche Terme zusammengefasst und dann

- Terme oder Zahlen auf beiden Seiten addiert oder subtrahiert, oder

- beide Seiten mit demselben Term oder derselben Zahl ( # 0 ) multipliziert oder

dividiert.

2.1 Beispiele

- Zahl addieren: x-4=16 | 4 addieren, also +4
X-4+4=16+4
x =20

- Terme zusammenfassen und subtrahieren:

19y+16-y+8=6y [ 19y - yund 16 + 8 zusammenfassen
18y +24=6y | 6 y subtrahieren, also - 6y
12y+24=6y-6y=0 l-24
2y+24-24=0-24
12y=-24
- durch Zahl dividieren: 12y=-24 | durch 12 teilen, also :12
=_2__
12
- mit Term multiplizieren: i =5 | mit 2 a multiplizieren
1-2=5.2q
2a
1=10a 1:10
1
a=-—

Bei folgendem Beispiel muss man auch auf die Klammerregeln achten:

Lose die Gleichung 4 - (5x - 10) + 50 =15 x - (100 - 6x) | ausklammern
4-5x-4-10+50=15x-100 - (- 6x) | ausklammern
20x-40+50= 15x-100 + 6% | zusammenfassen
20x+10=21x-100 [-21x-10
20x-21x+10-10=21x-21x-100+10 |zusammenfassen
-x=-90 [-(-1)
x=90
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2.2 Beispielaufgabe

Soren macht in 50 min seine Hausaufgaben, fiir Mathe braucht er halb so viel Zeit wie fiir

Englisch; dazwischen macht er 5 min Pause. Wie lange braucht er fiir Englisch?

Losung:
Wir setzten x fiir die gesuchte Englisch-Zeit. Dann ist %x die Zeit fiir Mathe. Zusammen

mit der Pause ergibt dies die 50 min.

Also ist X+ %x +5=50 | x zusammenfassen
“x+5 =50 -5
%x = 45 | : % (durch Bruch teilen = mit Kehrbruch
x=45-2=2=30

Antwort: Englisch macht er in 30 min.
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3 Lineare Gleichungen mit 2 Variablen

3.1 Einstiegsaufgabe

Nico und sein Bruder Emilio sind zusammen 28 Jahre alt. Wie alt sind sie?

Diese Frage kann man nicht eindeutig beantworten, denn wenn zum Beispiel Nico 19

Jahre alt ist, dann muss Emilio 9 sein. Oder Nico ist 14, dann ist Emilio sein

Zwillingsbruder. Es gibt also mehrere Losungen!

Alle diese Losungen kann man mit einer Gleichung mit 2 Variablen erhalten. Dazu setzen

wir x fiir das Alter von Nico und y fiir das von Emilio.
Dann gilt die Gleichung:  x+y=28.
Durch Umformen erhédlt man die Gleichung y = - x + 28.

Einsetzen von Werten fiir x ergeben Werte fiir y:

x (Nico)

19

14

10

8

5

y (Emilio)

-19+28=9

14

18

20

23

27

Die Gleichung y = - x + 30 ist die Funktionsgleichung der linearen Funktion
f: x - -x +30. Wie jede Funktionsgleichung ldsst sie sich als Gerade im

Koordinatensystem darstellen. Sie hat also unendlich viele Losungen.

Yy f(x)=x + 30

401

30

20T

- >

-40 -30 -20 -10 10 20 30 40

=301

40+
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Merke:
Die lineare Gleichung mit 2 Variablen ax + by + c= 0 mit a, b, ¢, X, y € R lasst sich zur

linearen Funktionsgleichung umformen:
y=mx+n mitm=—%undn=—£.
Sie hat unendlich viele Losungspaare (x; y) und kann als Gerade dargestellt werden.

Beispiel mit Nico und Emilio: a=1, b=1, ¢=-30, m=-1, n=-(-30) = +30

3.2 Beispielaufgabe
Gib die Losungen der Gleichung 12 x + 4y - 6 = 0 an. Zeichne die Losungsgerade.
Es gibt 2 Losungswege flir diese Aufgabe.

a) Losung durch Umformen der Gleichung:

12x+4y—-6=0 [-12x+6
4y = —-12x+ 6 l:4
y=—3x+§

b) Losung mittels m und n:

a=12,b=4,c=-6,alsoistm=—£=—3undn=—(—9)=3.
4 4 2

Damit ergibt sich die Gleichung y = —3x + z .

Losungsgerade:

-
y f(x)=-3x +3/2

w
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4 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Variablen: zeichnerische Lésung

4.1 Einstiegsaufgabe

Eine Privat-Disco ist angesagt! Petra ladt ihre Freunde ein, 5 Mddchen und 3 Jungs. Die
Madchen trinken zusammen doppelt so viel Cola wie die Jungs, aber essen gleich viele
Donuts. Insgesamt werden 21 Cola verbraucht. Wie viele Cola trinkt durchschnittlich 1

Madchen bzw. 1 Junge?

Losung:

Wir setzen x flir die Anzahl der von 1 Maddchen getrunkenen Cola und y entsprechend
fir 1 Junge.

Dannist 6x + 3y = 27.

Da die 3 Jungs halb so viel Cola trinken wie die Madchen ist ebenso 3y = i - 6X .

Dies sind 2 lineare Gleichungen mit 2 Variablen. Wir kénnen sie als
Funktionsgleichungen schreiben und als Geraden in einem Koordinatensystem

darstellen; dazu werden die Gleichungen zur besseren Ubersicht nummeriert:

(D 6x + 3y =27 | - 6x
(1) 3y == 6x 1:3
(D 3y =27 — 6x l:3
(1] y=9-2x
(1) y=x
Ty f(x)=-2x +9
4 f(x)=x
3
2
1
4 3 2 -1 1 2 3 4 ’
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Die beiden Geraden schneiden sich im Punkt (3; 3). Damit ergibt sich als Antwort: Jeder

Junge und jedes Madchen trinkt durchschnittlich 3 Cola.

Merke:

Zwei lineare Gleichungen mit 2 Variablen x und y nennt man lineares
Gleichungssystem mit 2 Variablen. Das lineare Gleichungssystem hat genau 1
Losungspaar (x; y), wenn die Geraden sich schneiden.

Sind die Geraden parallel zueinander, dann hat das System keine Losung. Sind beide

Geraden identisch, dann gibt es unendlich viele Losungspaare.

4.2 Beispielaufgaben

a) y=2x+% b) y=2x+2 c) y=2x+%
y=—-4x—-4 y=3 y =2x+2
Losungspaar: (— %; -1) Losungspaar: (g; 3) Keine Losung
Ty f(x)=3

f(x)=2x+2
fx)=-4 x - 4
f(x)=2x+1/2

S
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5 Rechnerische Losung: Gleichsetzungsverfahren

5.1 Einstiegsaufgabe

Opa Heinrich ist jetzt 9 mal so alt wie Enkelin Lisa. In 4 Jahren ist er nur noch 7 mal so

alt. Wie alt sind die beiden jetzt?

Losung:

Wir setzen y fiir das Alter des Opa, x filir Lisas Alter. Dann ist
(D y=9%
In 4 Jahren ist Opay + 4 und Lisa x + 4 Jahre alt. Also ist
) y+4=7-(x+4)oy+4=7x+28 [-4
(ID y=7x+24

Um die Losung zu berechnen kénnen wir die beiden Gleichungen ,gleichsetzen, day
jeweils alleine auf einer Seite beider Gleichungen steht. Damit erhdlt man eine Gleichung

mit nur 1 Variablen:

() = (1D): 9x =7x + 24 [-7x
2x = 24 [:2
x =12

Antwort:

Lisa ist 12 Jahre alt, Opa ist ein Methusalem von 9 mal 12 = 108 Jahren.

In 4 Jahren ist er der dlteste Mann Deutschlands!

Merke:
Um das Gleichsetzungsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems
einsetzen zu konnen muss in beiden Gleichungen derselbe Term mit derselben

Variablen auf einer Seite der Gleichungen stehen.
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5.2 Beispielaufgaben

Lose mit dem Gleichsetzungsverfahren!

Beispiel a)

Beispiel b)

) y=2x+%
(I y=-4x-4

(i) §y+1=3x

Losung: (II) und (I) gleichsetzen:

2x +% = —4x — 4 [ ordnen

2x +4x = —4 — % [ zusammenfassen

6x = —4,5

—075—3
x=-075=—7

(ii) —%y = 3x
Losung: (i) und (ii) gleichsetzen:
2 —_2
ytl=—2y
2 4
Y ty=-1
6 —_— —
=1
2y =—1
1
y=-3

x in (II) eingesetzt ergibt

~4 (=)
3—4
~1

= R
Il

y in (ii) eingesetzt ergibt

4 1

_5.(_5):3,6
i=3x

6

2=3x

3

x=2

Losungspaar: (— Z; -1)

Losungspaar: (2; — %)
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6 Rechnerische Losung: Einsetzungsverfahren

6.1 Einstiegsaufgabe
Elli und Arthur sind ziemlich sparsam. Elli hat 142 € gespart, Arthur 85 €. Beide haben

das Geld auf Sparbiichern und auf Girokonten geparkt, Arthur hat auch noch eine
Spardose mit 40 €. Elli hat 4 mal so viel Geld wie Arthur auf dem Sparbuch und doppelt
so viel auf dem Girokonto. Wie viel Geld habe sie jeweils auf ihren Konten?
Losung:
Wir setzen fiir das Geld von Arthur auf dem Sparkonto x und auf dem Girokonto y. Dann
ist

(D x+y+40=85 -y=-x+45
Fur Elli ist dann

(I1) 4x+2y=142
Wenn nun y =-x + 45 in (II) eingesetzt wird, dann erhalten wir eine Gleichung mit nur

einer Variable:

(I  4x+2-(-x+45)=142 [ ausklammern
4x-2x+90=142 [ zusammenfassen
2x=52 [:2
x=26

x in (I) eigesetzt ergibt y=-26 + 45 =19.

Antwort:
Arthur hat 26 € auf dem Sparkonto, Elli 4 -26 € =104 €.
Auf dem Girokonto hat Arthur 19 € und Elli 2 - 19 € = 39 €.

Merke:
Das Einsetzungsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems kann dann
sinnvoll verwendet werden, wenn eine der beiden Gleichungen eine alleinstehende

Variable enthalt.
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6.2 Beispielaufgaben

Lose mit dem Einsetzungsverfahren.

Beispiel a)

Beispiel b)

(D 2x+4y=16
(I y=-2x+1

(i) gy—2;=3x+2

. 1 4
(i) S-jy=x

Losung: y aus (II) in (I) einsetzen:

2x+4(-2x+1)=16 [Iausklammern

2x-8x+4=16 Izusammenfassen
-6x=12

Xx=-2

Losung: x aus (ii) in (i) einsetzen:

2 2 1 4
3Y-3=3-G-3Y)
2 4 2
A 3-§y-1+;

14
3 Y=

= w |
ST

x in (II) eingesetzt ergibt
y=(-4)-(-2)+1=8+1
y=9

y in (ii) eingesetzt ergibt

_1 4 5
33 14
_ 14 20_ 6 _ 1
T314 314 314 7

Losungspaar: (-2;9)

Losungspaar: (i; —%)

7 Rechnerische Losung: Additionsverfahren

7.1 Einstiegsaufgabe

Familie Frohlich (2 Erwachsene, 3 Kinder) geht in den Zoo, es kostet insgesamt 29,50 €.

Letzte Woche war Markus, der Vater, schon alleine mit Jonny dort, es kostete 12,50 €.

Was ist der Eintrittspreis fiir Erwachsene, fiir Kinder?

Losung:

Wir bezeichnen den Preis fiir 1 Erwachsenen mit x und den fiir 1 Kind mit y. Man kann

nun 2 Gleichungen aufstellen:

1.Gleichung: 2x+3y=29,5
2.Gleichung: x+y=125
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Wenn wir durch Addition oder Subtraktion beider Gleichungen in der ersten Gleichung
einen Faktor, zum Beispiel 2x, ,wegmachen“ kénnen, dann erhalten wir eine Gleichung
nur mit 1 Variablen.

Multiplikation der 2.Gleichung mit 2 ergibt: 3. Gleichung: 2x+2y=25

Wir subtrahieren nun die 3. Gleichung von der 1.Gleichung:

2x+3y-(2x+2y)=29,5-25 |Klammer auflésen
2x+3y-2x-2y=4,5 | zusammenfassen: 2x-2x=0,3y-2y=y
y=4,5

Den Wert fiir x erhalt man durch Einsetzen von y in eine der urspriinglichen
Gleichungen:

y = 4,5 in die 2. Gleichung eingesetzt ergibt x=12,5-4,5=8.

Ergebnis:

Der Eintritt fir Kinder kostet 4,50 €, Erwachsene kosten 8 €.

Merke:
Um das Additionsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems anzuwenden
ist es notwendig, dass durch Addition oder Subtraktion der beiden Gleichungen eine der

beiden Variablen wegfallt.
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7.2 Beispielaufgaben

Lose mit dem Additionsverfahren.

Beispiel a)

Beispiel b)

(D 2x+3y=14
(I x-3y=10

M-2(x+3)+2y=x-y+3
(I x-(y+3x)=2

Losung: (1) zu (I) addieren:

2x+3y+x-3y=14+10
3x=24
x=8

(I)-2x-6+2y=x-y+3
(I*) -3x+3y=9
(I x-y-3x=2
(I%) -2x-y=2

x in (II) eingesetzt ergibt
-3y=10-8=2

Damit y wegfallen kann wird (II*) mit 3

multipliziert:

(IV) -6x-3y=6

Losungspaar: (8; — g)

(IV) zu (I*) addieren:

-9x =15
___ 5
- 9 3

x in (II*) eingesetzt ergibt

y=2+2-(=3)  1-(1)
10 6 10 4
yE-2rg et s
5.4

Losungspaar: (— S §)
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7.3 Komplexe Beispielaufgabe mit Losung

Hier noch eine etwas schwierigere Beispielaufgabe, mit Losung.

Addiere zu einer zweistelligen Zahl das 4-fache ihrer Quersumme, das Ergebnis ist 39.
Wenn die Ziffern der Zahl vertauscht werden, ergibt sich eine neue Zahl, die durch 3

geteilt 17 ergibt. Berechne die Zahl.

Losung:

Die Quersumme einer zweistelligen Zahl ist die Summe der beiden Ziffern. Diese Ziffern
missen wir finden. Wir bezeichnen deshalb die Zehnerziffer mit x und die Einerziffer
mity.

Beispiel: 85 hat die Zehnerziffer x = 8 und die Einerziffer y = 5, also beschreibt der Term

10 x +y diese Zahl. Die Quersumme istx +y =8 +5=13.

Somit ist (D10x+y +4-(x+y)=39 | zusammenfassen
und (ID (10y+x):3=17 | Klammer aufldsen
(D 14x+5y=39 | nach y auflésen
(ID 13—0y +§x =17 | nach y auflosen
0 y=—2x+2 1-10
1 51
(H) y—-EX'f'E [-10
(I1) 10y=-28x+78
(IV) 10y=-x+51

(III) und (IV) gleichsetzen (Gleichsetzungsverfahren):

V) -28x+78=-x+51 | zusammenfassen
-27x=-27
x=1

x =1in (IV) eingesetzt ergibt y=5
Antwort: Die gesuchte Zahl ist 15.
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8 Lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen

8.1 Einstiegsaufgabe
Tick, Trick und Track zdhlen ihre bunten Smarties. Tick hat insgesamt 48, Trick 40 und

Track 43. Bei Trick sind 10 davon GELB und Tack hat 4 in ROT. Tick hat doppelt so viele
ROT wie Trick. Trick und Track haben gleich viele in BLAU, das sind doppelt so viele wie
Tick in BLAU hat. Track hat nur die Halfte von Tick in GELB. Wie viele rote, blaue und

gelbe Smarties haben sie jeweils?

Losung:

Wir setzen x flir Ticks ROT, y fiir sein BLAU und z fiir sein GELB. Dann gilt:
Tick (I) X+y+z=48

Trick () - x+2y+10=40

Track (1) 4+2y+§ z=33

Diese 3 Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem mit 3 Variablen. Es kann
gelost werden, indem man erst eine Variable in 2 der 3 Gleichungen mit einem der drei
Verfahren entfernt und danach das entstandene Gleichungssystem mit 2 Variablen 16st.
Diese Variable muss jedoch in allen drei Gleichungen auftreten. In diesem Beispiel ist

das nur die Variable y.

Losungsweg:

Erst das Einsetzungsverfahren mit y aus Tick (I) anwenden, danach das
Additionsverfahren anwenden.

Tick (II) y=48-x-z

Einsetzen von y aus (II) in Trick (I) und Track (I):
Trick () Zx+2-(48-x-2)+10=40

Track (I) ~ 4+2-(48-x-7)+-2=33

Das ist nun ein Gleichungssystem mit 2 Variablen x und z.
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Klammern aufgeldst und zusammengefasst ergibt:

Trick (1) -2x-217=-66 |-(-2)>  3x+4z=132
Track (I)  -2x-2z=-67 ()~ -3x- 22=-100,5
Mit dem Additionsverfahren ist 47— z z=132-100,5

Z2=315

4

2=2°=18
7

z = 18 eingesetzt in Track (I) ergibt 4+2y+9=33 - y=10

z =18 und y = 10 eingesetzt in Tick (I) ergibt x+10+18=48 - x=20

Antwort:

Tick hat 20 rote, 10 blaue und 18 gelbe Smarties,
Trick hat 10 rote, 20 blaue und 10 gelbe Smarties,
Tick hat 4 rote, 20 blaue und 9 gelbe Smarties.

Merke:

Ein lineares Gleichungssystem mit 3 Variablen 16st man, indem man mit einem der drei
Verfahren erst eine der 3 Variablen entfernt und dann das dadurch entstehende
Gleichungssystem mit 2 Variablen l6st. Die Losung (X; y; z) bezeichnet man als

Losungstripel.
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8.2 Beispielaufgabe

Lose das Gleichungssystem
(D 2x-2y+4z=5
(1IN 6x-4z=20
(I1) x-2y=39

Mit dem Additionsverfahren addieren wir (I) und (II):
(IV) 2x-2y+6x=5+20 —

8x-2y=25
Damit haben wir 2 Gleichungen mit x und y als Variable:
(II1) x -2y =100
(IVv) 8x-2y=25

Wir subtrahieren (IV) von (III):

(V) x-8x=39-25=14
Xx=-2
x in (III) eingesetzt ergibty = - 20,5;

xund y in (I) eingesetzt ergibt z = 8.

Antwort: Das Losungstripel ist (-2; -20,5; 8).
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9 Lineare Gleichungssysteme - Aufgaben

9.1 Zu1und 2 Lineare Gleichungen lésen

Aufgabe 1

Soren spielt oft Fuf3ball, dafiir ist er immer 2 Stunden von zuhause weg. Fiir den Weg
zum Platz und zurtick braucht er je 12 Minuten, und dann noch 5 Minuten zum
Umziehen. Wie lange kann er Fuf3ball spielen? Bestimme dazu eine Gleichung!

Aufgabe 2
Lose die Gleichungen:

a) 4x-10=2
b) -2-(2x+8)-12=0

) 5x-24(;x-7)=x-3

9.2 Zu 3 Lineare Gleichungen mit 2 Variablen
Aufgabe 3
Forme in eine lineare Funktionsgleichung der Formy =m x + b um:

a) -2x+4y+4=0 b)%y—§x+i=§x-z

9.3 Zu 4 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Variablen: zeichnerische Losung

Aufgabe 4
Lose das Gleichungssystem zeichnerisch. Bestimme dazu erst die Geradengleichungen.
a) y+2x-2=0 b) i-(3y—x+3):-§

2 (y-8)+3=2-(x+2) 23 x+101 = - 23-(3x - 2y) - 83

9.4 Zu5, 6 und 7 Rechnerische Losungen

Aufgabe 5
Nils ist 8 Jahre alter als seine Schwester Amelie. Vor 5 Jahren war er 3 mal so alt wie sie.
Wie alt sind die beiden?
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Aufgabe 6
Lose mit dem Gleichsetzungsverfahren:
a) y=3x-2 b)x=2+5y c) 2x-y=0
y=6x+22 x=3y-2 y=§x+5
d) 3y=9x-12 e)y+3=025x+4 f) x=-§y+1o
3y=6x+3 y+3=03x+7 x=§y+1
Aufgabe 7

Kinobesuch. Familie Innocenti (2 Erwachsene, 3 Kinder) bezahlt fiir Eintritt und 4 Eis
zu je 1,30 € insgesamt 38,70 €. Nannette geht mit ihrer Freundin und ihrer Mutter auch
dahin, die Mutter bezahlt 19,50 €. Was kostet der Eintritt fir 1 Kind, und wie viel fir 1
Erwachsenen?

Aufgabe 8

Klaus und Cherry jobben in den Ferien auf dem Pferdehof mit 37 Pferden. Es gibt dort
doppelt so viele Stuten wie Hengste, und es gibt auch noch 4 Ponys. Wie viele Hengste
und Stuten gibt es?

Aufgabe 9
Lose mit dem Einsetzungsverfahren:
a) 2y-3x-2=-4x b) 2x-2=5y c) 2x-y=0
y=x+2 x=3-(y-2) y:%x +5
1.5 1_2
d) 7y+3x=9y-12 e) y+37=x+4 f) SX-SY+I=E3X
3x=6y+3 2y+99-x=0 X—1=§y
Aufgabe 10

Emil kauft Obst fiir den Schulausflug ein. Er kauft fiir jeden der 25 Schiiler der Klasse 8c
eine Frucht, ndmlich 12 Bananen und 13 Kiwis und bezahlt dafiir 8,93 €.

Fiir die 22 Schiiler in Klasse 8a kauft Patty 6 Bananen und 8 Kiwis und noch 8 Apfel fiir
1,99 €, sie bezahlt 6,89 €. Was kostet 1 Banane und 1 Kiwi? Sind alle Angaben fiir die
Berechnung notig?

Aufgabe 11
Lose mit dem Additionsverfahren:
a) x+y=8 b) 7x+5y=10 c) 2x-y=0
x-y=4 -7x+5y=-10 4x-y=2
d) 7y+3x=-12 e) y+21=6x-9 f) 3(x-§)-§=y+§
6y+6x=-8 ~y-38-x=0 x-1=2y
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Aufgabe 12
Wie viele Losungen hat das Gleichungssystem?
a) x+y=8 b) 7x+5y=10 c) 2X=6y+22
-2x+2y=-16 -70x-50y=-100 2x=6y-23
Aufgabe 13
Priife ob das Losungspaar (x; y) eine Losung des Gleichungssystem ist.
b) -x+2y=2 b) x+5y=10 C) 0,12345x+ 0,25y =0,25
2x+2y=-1 2x=6y-2 27,77 x + 0,25y =0,25
) ; 25 11 ,
Losung (1; 0,5) Losung (;; ;) Losung (0; 1)
Aufgabe 14

Lose das Gleichungssystem aus Aufgabe 4a) rechnerisch. Welches Verfahren bietet sich
an?

9.5 Zu 8 Gleichungssysteme mit 3 Variablen

Aufgabe 15

Flr den Kunstunterricht werden 160 griine, blaue, gelbe und rote Papierblatter bendétigt,
jedes Blatt kostet 5 Cent. Von den Griinen werden halb so viele wie von den Blauen
gekauft, zusammen so viel wie Rote. Von den Gelben reichen 10 Stiick. Wie viele rote,
griine und blaue Blatter werden gekauft?

Aufgabe 16
Lose die Gleichungssysteme mit 3 Unbekannten
a) () 2x+5y+10z=20 b) (D 05a+2b-3c=0
(I) 4x-5y+2z=10 (I 2a+2b=0,5
(I x-z=10 (I a+10c=12
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10 Losungen - Aufgaben Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 1
x ist die gesuchte Zeit auf dem Platz in min.
Dann ist
212+ 2:5+x=120 | zusammenfassen
24 +10+x=120 |- 34
x=120-34 =86
Antwort: Séren spielt 86 min Ful3ball.
Aufgabe 2
a)4dx—-10=2 [+10
4x=10 +2=12 l:4

x=12:3=12/3=4
Xx=4

b)—2-(2x+8)—12=0
2.2x-2:8-12=0
~4x-16-12=0

| Klammer ausmultiplizieren
| zusammenfassen
I+16+12=+28

-4x=28 I:(-4)
X =-28/4
X=-7
c) 5x-24(1/4x-"%)=x-3 | Klammer ausmultiplizieren
5x—-241/4x—-24-(-1/12) =x-3 | zusammenfassen
5 x-6x+12=x-3 | zusammenfassen
X+12=x-3 l+x+3
12+3=x+x | zusammenfassen
15=2x [:2
x =15/2
Aufgabe 3
a)-2x+4y+4=0 I+2x-4
4y=2x-4 1:4
y=%x-1 > m=12,n=-1
b) oy —13x+%%=23x+-% I +1/3x—"a
Vay=23x+13x—-%-"Y | zusammenfassen
ay=x-1 1 *2

y=2x-2 -m=2,n=-2
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Aufgabe 4
a) (Dy+2x-2=0 [-2x+2
y=-2x+2
My %a-(y—8)+3=%-(x+2) | ausklammern
Vay—2+3="x+1 -1
Vay="2X | * 4
y=2x

Die Geraden schneiden sich im Punkt (1/2 ; 1), siehe Bild!

b) %% -By+x+3)=-3/2 | Klammern auflésen
Say+Vax+3=-3/2 | -Yax—%
Yay=-Yax—%-6/4 |: %
y=-13x-3
(M 23x+101=-23(3x-2y)—83 | Klammern auflésen und + 83
23x+101+84=-69x+46y | + 69 x und zusammenfassen
92x+184 = 46y | : 46
2x+4=y

Die Geraden schneiden sich im Punkt (-3 ; -2), siehe Bild!
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Aufgabe 5
Wir setzen x fur das Alter von Amelie, y fur Nils‘ Alter. Dann ist
() X+ 8=y und

(1 3:-x-5)=y-5

Um das Gleichsetzungsverfahren anzuwenden I6sen wir (Il) nach y auf:
gy 3-(x-5)+5=y

Dies mit (I) gleichgesetzt und die Klammer ausmultipliziert ergibt

(V) 3x-15+5=x+8 l-x+10
2x=18
Xx=9

x =9in (l) eingesetzt ergibt y=9+ 8 =17.

Antwort: Amelie ist 9 Jahre alt, Nils ist 17.

Aufgabe 6
a) 3x—-2=6x+22 - x=-8,y=-26
b) 2+5y=3y-2 — y=-2,x=-8
c) 2x=%x+5 — x =10/3, y = 20/3
d) 9x-12=6x+3 — x=5;y=11
e) 025x+4=03x+7 — =-60;y=-14
f) -5/3y+10=4/3y+1 — y=3;x=5

Aufgabe 7

Kindereintritt = x, Erwachseneneintritt = y.

Dann ist

() 2x+3y+5,20=238,70 und
(1 x+2y=19560 - x=-2y+ 19,50

Mit dem Einsetzungsverfahren ist
2-(-2y+19,50)+3y+5,20=38,70

Klammer aufgelést und zusammengefasst ergibt
-4y + 39+ 3y=233, 50 und damit
y =5,50
Dies in (Il) eingesetzt ergibt x = 8,50.

Antwort: Kinokarten fur Kinder kosten 5,50 €, flir Erwachsene 8,50 €.
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Aufgabe 8
Anzahl der Stuten = x, Anzahl der Hengste = y.
Dann ist

() x+y+4=37und

(1 X=2y

Einsetzungsverfahren: 2y +y + 4 = 37 —-3y=33 > y=11->5x=22

Antwort: Es gibt 22 Stuten und 11 Hengste.

Aufgabe 9
2. (x+2)-3x-2=-4x x=-2/3,y=4/3
2/13:-3:-(y—-2)-2=5y y=-2,x=-12

x=10/3,y =20/3
y=-3/5,x=11/5
y=-66,x=-33
x=1,y=0

7y+6y+3=9y-12
y+37=2y+99+4
fy 1/83x—-(x=-1)+1/3=2/3x

a)
b)
c) 2x—("%2x+5)=0
d)
e)

Ll

Aufgabe 10 )
Die Anzahl der Schiler und die Anzahl der Apfel ist in dieser Aufgabe nicht wichtig! Es geht
hier nur um die Preise.

Preis einer Banane = x, einer Kiwi = y.
Dann ist

() 12x+13y=8,93 und

(1 6x+8y+1,99=6,89

Wir wollen das Additionsverfahren anwenden. Dazu wird (I) durch -2 dividiert, damit bei der
Addition beider Gleichungen der x-Term wegfallt.

()  -6x—13/2y = - 8,93/2

Addieren von (Il) und (Ill):

(Iv) 8y-13/2y+1,99=6,89-8,93/2 | zusammenfassen
3/2 y=0,435 I - 2/3 (Kehrbruch!)
y =0,29
y = 0,29 in (I) eingesetzt ergibt
12x+13:0,29 = 8,93 — x=0,43

Antwort: 1 Banane kostet 43 Cent, 1 Kiwi kostet 29 Cent.
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Aufgabe 11
a) 2x+y-y=12 - X=6,y=2
b) 7x-7x+10y=0 — y=0,x=10/7
c) 2x—-y=0 | multiplizieren mit -1
-2x+y=0 — 2X+4x=2 — x=1,y=2
d) 7y+3x=-12 | multiplizieren mit -2
-14y—-6x=24 — -14y+6y=24-8 —->y=2,x=-10/3
e) y+21=6x-9 | multiplizieren mit — 1/3
-183y-7=-2x+3 | zur 2. Gleichung addieren
-7-38-x=-2x+3 | zusammenfassen
-48 =-x — X =48,y =258
fy x—1=5/3y | multiplizieren mit — 3
H-3x+3=-5y
(I3 (x-5/3)-1/3=y+2/3 | Klammer aufldsen und zusammenfassen
(1t 3x-5=y+1 [ (1) zu (lll) addieren
3-5=-5y+y+1 | zusammenfassen

83=-4y — y=%,x=9/4

Aufgabe 12
a) y=8-—x -eingesetzt ergibt
—-2x+16-2x=-16 | zusammenfassen
-4x=-32 — x=8,y=0

Das Gleichungssystem hat die eine Lésung (8; 0)

b) 2. Gleichung durch 10 dividieren ergibt die erste Gleichung.
Zur Geradengleichung y=-7/5x+2 umgeformt zeigt, dass dieses
Gleichungssystem unendlich viele L6sungen hat, ndmlich alle Punkte auf der
Geraden.

c) Mit dem Gleichsetzungsverfahren ergibt sich
6y+22=6y-23 I|-6y
22 = - 23 falsch!
Das Gleichungssystem hat keine Lésung.

Aufgabe 13
a) x=1undy="%in(l)—x+2y=2eingesetzt ergibt-1 + 1 =0 # 2. Das Lésungspaar
(1; 2) ist nicht L6sung des Gleichungssystems.
Berechnen der Lésung mit dem Additionsverfahren:
2x—(x)=-1-2 — 3x=-3 > x=-1y=%

b) Ldsungswerte in die erste Gleichung eingesetzt ergibt 25/8 + 55/8 = 80/8 = 10, also
richtig.
Lésungswerte in die zweite Gleichung eingesetzt ergibt 50/8 = 66/8 - 16/8, also
richtig. Das Lésungspaar ist die Losung des Gleichungssystems.

c) (0; 1)in beiden Gleichungen eingesetzt ergibt richtige Gleichungen, es ist also die
I6sung des Gleichungssystems.
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Aufgabe 14
Wegen (l) y = - 2 x + 2 ist das Einsetzungsverfahren geeignet.
Dies in (Il) eingesetzt ergibt

Va-(-2x+2-8)+3=%-(x+2) | Klammern ausrechnen
Yo x+%-2+43="ax+1 I+%x—-1
Va+1-1=x
x=%

x =%1in (l) eingesetzt ergibty =-1+2=1.

Antwort: Das Lésungspaar ist (1/2; 1).

Aufgabe 15
Anzahl der roten Blatter = x, grine =y, Blaue = z.
Dann ist

0] x+y+z+10=160

(mn 2y=z

my  x=y+z
z aus (ll) in (lll) eingesetzt ergibt
(V)  x=y+2y=3y
x aus (IV) und z aus (Il) eingesetzt in (1) ergibt
(V) 3y+y+2y+10=160
6y = 150
y=25 — x=50 — z=75

Antwort: Es werden 75 rote, 50 blaue und 25 griine Blatter gekauft.
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Aufgabe 16
Bei beiden Gleichungssystemen gibt es mehrere Wege, sie zu l16sen. Hier wird der jeweils
einfachste Weg beispielhaft beschrieben:

a) (I)zu (Il) addieren: (IV)6x+12z=30
x =2z+ 10 aus (lll) in (IV) einsetzen: (V) 6z+60+122z=30
(VI)18z=-30 —z=5/3
z =5/3 in (Ill) eingesetzt: x = 35/3
x und z in (I) eingesetzt: (V)2-35/3+5y+10*5/3=20
(V) zusammenfassen: y=-4

Lésungstripel (35/3; -4; 5/3)

b) () von (Il) subtrahieren: (M2a-"%a—-(-3¢c)="%
(1) zusammenfassen: 3/2a=-3c+% I *2/3
a=-2c+1/3
a in (Ill) eingesetzt: (IV)-2c+1/3+10c=12
(IV)  zusammenfassen: c =35/24 — a=-3112

a in (I) eingesetzt und zusammengefasst: b =17/3

Lésungstripel (-31/12; 17/3; 35/24)
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